
PROPOSAL ABSTRACT:

Title of the project: Dynamical aspects of piecewise continuous maps.

Estamos interesados en estudiar algunas propiedades generales asociadas con la dinámica de mapas
continuos a trozos (PC-mapas) definidos sobre el intervalo y sobre dominios compactos del plano
complejo (cdpc). Específicamente, queremos describir el comportamiento de la entropía topológica
como una función definida sobre el espacio de pc-mapas, así como también nos interesa describir la
dinámica “típica” exhibida por sistemas contractivos a trozos en un sentido topológico. Recientemen-
te, una noción de perturbación fue introducida [12], la cual permite describir fenómenos dinámicos
de pc-mapas tales como la robustez de puntos críticos no degenerados y tales como la genericidad
de sistemas que admiten medidas de probabilidad Borelianas invariantes. Esta es la primera noción
de perturbación inducida por una topología metrizable sobre el espacio de pc-mapas del intervalo (la
cual llamaremos pc-topología). Además, estamos interesados en definir una pc-topología análoga
sobre el espacio de pc-mapas definidos sobre dcpc. Pensamos que la estructura rígida de las defor-
maciones cuasi-conformes nos permitirá construir una métrica similar –aunque más sofisticada– a
la definida en [12]. Así, proponemos estudiar los siguiente 3 temas:

Establecer una versión del C1 closing lemma de Pugh para pc-mapas. Básicamente, el clo-
sing lemma afirma que arbitrariamente cerca de mapas que admiten un punto recurrente x, existe
otro mapa para el cual x es un punto periódico. Queremos implementar la misma idea que es usada
para probar el closing lemma en el contexto continuo, pero esta vez sobre el espacio de pc-mapas.
Sea f un pc-mapa y x un punto recurrente de f (es decir, x ∈ ωf (x)). Si x y fn(x) son cercanos,
entonces podemos empujar fn(x) a x

(
es decir, definir un pc-mapa g tal que g(fn−1(x)) = x

)
y

así construir una órbita periódica para un pc-mapa cercano. Para hacer esto, debemos cuidar que
f = g sobre los puntos intermedios; esto es, gi(x) = f i(x) para todo i ∈ {0, . . . , n−1}. Probablemente,
no será difícil probar este resultado para la C0 pc-topología; sin embargo, en la C1 pc-topología
necesitaremos ser más cuidadosos para así no empujar dichos puntos intermedios. La principal
utilidad que queremos dar a este resultado está relacionada con la genericidad de mapas contrac-
tivos a trozos cuya dinámica asintótica es periódica.

Encontrar la dinámica asintótica genérica de los sistemas contractivos a trozos. El clo-
sing lemma y el teorema de descomposición espectral probado en [14] permiten mostrar que los
mapas contractivos a trozos del intervalo que son asintóticmente periódicos son genéricos sobre
el subespacio métrico inducido por la pc-topología. Sin embargo, para mapas contractivos a trozos
definidos sobre dcpc no tenemos un teorema de descomposición espectral que nos entregue infor-
mación acerca de los posibles atractores que dichos sistemas pueden soportar. Lo que podemos
hacer en este caso es mostrar que, genéricamente, el atractor no intersecta discontinuidades. Así,
vía el Teorema 3.1 en [20] podemos concluir que la dinámica asintótica periódica es genérica en
este caso también.

Establecer la regularidad de la entropía topológica definida sobre el espacio de pc-mapas
y algunas de sus buenas propiedades. M. Misiurewicz y K. Ziemian mostraron en [29] que es
posible calcular la entropía topológica conociendo el número minimal de intervalos de monotonía
del mapa fn para cada n ≥ 1. Esta fórmula resuelve el problema de definir una fórmula de entropía
topológica para pc-mapas. Una estrategia para establecer buenas propiedades de dicha entropía
sobre el espacio de pc-mapas sería probar que esta coincide con una noción topológica pura
de entropía (es decir, que no necesita una métrica para ser definida). Las buenas propiedades
son necesarias si queremos extender la teoría y buscar utilidades en dinámica (por ejemplo,
la preservación por conjugaciones topológica es importante si queremos definir un concepto de
estabilidad estructural). Para estudiar la regularidad de la pc-entropía planeamos adaptar las
demostraciones de M. Misiurewicz y W. Szlenk en [28] y así mostrar que el mapa f 7→ htop(f)
(definido sobre la colección de pc-mapas) es semi-continuo inferiormente.
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